Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Simplex Fase [

Alexandre Checoli Choueiri

1 O que sabemos fazer

O algoritmo Simplex requer uma solugao basica factivel para que possa ser iniciado. Quando temos
um modelo somente com restrigoes do tipo <, sempre é possivel criar uma SBF no inicio.

Considere o seguinte modelo de PL:

max z = 5x1 + 22
10z + 1225 < 60
221 + 29 <6
T1,T2 >0

Na forma padrao, temos (min z e inserindo varidveis de folga).

minz = -5z —2x9
107 + 1229 + 23 = 60
2r1 + Tr9 + T4 =

Colocando os dados em forma tabular:

T To T3 Ty R/

VB 5 2 0 0 0
x5 10 12 1 0 60
s 2 1 0 1 6

Como temos 2 restrigdes, a presenca de uma matriz identidade (Isx2) ja fornece uma solugao
bésica factivel (lembre-se de que os coef. da funcao objetivo também devem ser zerados nas
colunas das varidveis bésicas).

X1 To I3 Ty -7

VB 5 2 0 0 0
x5 10 12 [170 60
s 2 1 0 1 6

Temos a solugao 25 = (23, 24) = (60,6) e 2 = (z1,24) = (0,0)

De forma que o sistema é candnico, e equivalente ao mostrado abaixo, em que a solugao é
trivial.
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X1 x
vB -5 -

2 Ty T4 7
0 0 o0
vy 10012 60
w21 6

Ty @4 7
VB 0 0 0
X3 60
Ty 6

Podemos ver graficamente que a solugao bdsica 25 = (z3,24) = (60,6) e 2L, = (21,22) =
(0,0) é factivel.

0.5 1 15 2 25 §\3.5 4 45 5 55 6 6.5 7 75

Mas o que acontece quando temos restrigoes do tipo ”>="ou ”="no modelo? Considere o modelo
abaixo.
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max z = X1 + Zo
41 + 229 >20
T1 <9
To <11

1,72 >0

2 O que nao sabemos fazer

Na forma padrao, temos:

min z = —r1 + —I9
4y + 219 —13 =20
_ (1)
T + x4 =9
€To +x5 = 11

Na forma tabular:

vB -1 -1 0 0 0 O
74 02 -1 0 0 20
w2 1 0 0 1 0 9
s 0 1 0 0 1 11

Note que com esse modelo, a sol. bésica formada pelas varidveis de folgas/excessos nao é
factivel, devido a negatividade de x3 na linha 2.

T To T3 T4 Ty -7
VB -1 -1 0 0 0 0
277 4 2 @ 0 0 20
24 1 0.0 1 0 9
Is 0 1 0 0 1 11

Essa solugao implicaria 25 = (23,24, 25) = (—20,9,11), com 23 < 0 — infactivel

Podemos ver graficamente que a solucdo bésica 25 = (z3,74,25) e 2, = (z1,22) = (0,0)

nao esta na regiao factivel.
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T X9 T3 Ty Is -Z

vB -1 -1 0 0 0 O

277 4 2 20
zs 10 9
x5 0 1 11

Solu??o inicial

0 11 12 13 14 15

3 A solugao

E por esse motivo que o método Simplex é composto por duas fases, chamadas Fase I e Fase II.
Em ambas as fases o algoritmo Simplex é usado.

1. Método Simplex:

(a) FASE I: Verifica se o problema tem uma SBF inicial. Se nao, tenta encontrar uma (pelo
algoritmo Simplex e um modelo alterado).
(b) FASE II: Com uma SBF, inicia o algoritmo Simplex no modelo original.

e Existem 2 formas de operarmos a Fase I do método Simplex, a fim de encontrarmos uma SBF.
O chamado método do big-M e o método das variaveis artificiais.

¢ Como seguimos o material do criador do Simplex (George B. Dantzig), usaremos a sua sugestao:
método das varidveis artificiais. Porém ambos sao equivalentes.

Este método insere novas variaveis no modelo para artificialmente gerar uma matriz identidade
nos coeficientes da matriz. Como elas nao fazem parte do sistema, uma nova funcao objetivo é
inserida, que deve minimizar a soma destas variaveis, levando o simplex a remové-las da base.
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Quando (se) isso ocorre, uma SBF é encontrada e as varidveis artificiais podem ser retiradas do
sistema.

O método das varidveis artificiais consiste dos seguintes passos (considerando o modelo j&
na forma padrao):

1. Torne todo b nao negativo.
2. Adicione variaveis artificiais: para cada restricao adicione uma nova variavel artificial
positiva.
Ty = (jn+17 Tnt2y - jn+m>

3. Substitua a fungao objetivo original z pela minimizagao de w, que é a soma das varidveis

artificiais adicionadas:
n+m

min w = E T
j=n+1
4. Faga as v. art. bdsicas (elimine os coef. das mesmas na f.o para deixar o sistema na
forma canonica).
5. Aplique o método Simplex na tabela atual.

Ao fim da otimizagdo do novo sistema, faga:

1. Se min w > 0 no fim da Fase I PARE: o problema original é infactivel.
2. Preparacao para a Fase II:

(a) Se alguma varidvel nao-bésica nao-artificial tem coef. > 0 na fungao objetivo w,
elimine-as da tabela.

(b) Elimine da tabela todas as varidveis artificiais nao basicas.

(¢) Elimine a fo w e reinsira a fungao original z, realizando as operagoes para manter
o sistema na forma canénica (deixando 0 todos os coef. da linha de z referentes
as varidveis atualmente na base).

3. Aplique o Simplex Fase II utilizando a base atual.

Vamos executar o método das variaveis artificiais no problema anterior.

O modelo na forma padrao nao possui nenhum b < 0

min z = —r1 + —x9
41 + 229 —23 =20
T + x4 =9
T2 +x5 =11

Adicionamos a cada restricao uma varidvel artificial.

min z = —r1 + —T2
4y + 2x9 —23 + g =20
T + x4 +x7 =9
T2 +x5 + 5= 11
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Adicionando a nova funcao objetivo w:

min w = + Te+T7 4+ T3
41 + 229 —23 + Tg =20
T + x4 +27 =9
T2 +x5 + 3= 11

Atualizando a tabela Simplex:

o o 0 0 0 1 1 1 0
4 2 -1 0 0 10 0 20
1 0 0 1 o o0 1 0 9
0 10 0 1 0 0 1 11

Para deixar na forma candnica em relagao as varidveis artificiais ;vg = (Zg,Z7,Tg) é necessdrio
zerar os coeficientes delas na fungao objetivo (marcados com @)

VB 0 0o 0o o o (1) (1) (1) o
4 2 -1 0 0o 1 0 0 2
1 0 0 1 0 0 1 0 9
0o 1 0 0 1 0 0 1 11

r1 X2 X3 X4 Ty Tg Ty Ty -W
vB 5 3 1 -1 -1 0 0 0 -40
Tg 4 2 -1 0 0 1 0 0 20
Ty 1 0 0 1 0 0 1 0 9
s 0 1 0 0 1 0 0 1 11

Com varidveis basicas 25 = (g, Z7,Z3) = (20,9,11) e nao bésicas 2k = (71,22, 73,24, 75) =

(0,0,0,0,0). De forma que podemos comegar a aplicar o método Simplex.

€1 Xo X3 XTy4 Xy Tg Ty Tg -W
VB 55 -3 1 -1 -1 0 0 0 -40
ze () 2 -1 0 0 1 0 0 20
Zz 1 0 0 1 0 0 1 0 9
ZZ 0 1 0 0 1 0 0 1 11
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Temos o elemento pivo az 1 = @ Realizando o pivoteamento da tabela:

1. Lo (—L2/4
2. L1+ Ly +5Lo
3. Ly < L3z — Lo

X To T3 T4 T3 T6 T7 Ty -W
VB 0 —1/2 —1/4 -1 -1 5/4 0 0 -15
@0 1 1/2 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
T7 0 —1/2 1/4 1 0 —1/4 1 0 4
Tg 0 1 0 0 1 0 0 1 11

Temos a tabela atualizada com varidveis basicas 25 = (z1,%7,%s3) = (5,4,11) e nio basicas
T _ (= _
TN = (xG, T2,T3, T4, :]35) - (Oa Oa 0, 07 0)
OBS: Note que ja conseguimos remover uma variavel artificial da base (removemos Zg e inserimos

.’L'l).
X To T3 T4 Ty T T7 Tg -W
vB 0 -1/2 -1/4 -1 -1 5/4 0 0 -15
1 1 12 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
z 0 -1/2 1/4 1 0 -1/4 1 0 4
zg 0 1 0 0 1 0 0 1 11
Selecionando min {—%, —i, —1,—1} = —1 com x4 entrando na base. OBS: Aqui seria possivel
escolher outra varidvel para entrar na base (5). Teria alguma diferenga?
Selecionando min {—%, —%, —1,—1} = —1 com x4 entrando na base. O nosso objetivo é remover

as variaveis artificiais da base. Selecionando tanto z, quanto x; para entrar, forgaria uma
artificial a sair ( Z7 ou Zg), de forma que podemos escolher arbitrariamente.

T T2 I3 T4 Ty Tg Ty Ts -W
VB 0 -1/2 -1/4 40 -1 5/4 0 0 -15
@ 1 1/2 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
zZr 0 -1/2 14 () o0 -14 1 0 4
ZZ 0 1 0 0 1 0 0 1 11

Selecionando min {$} = 4 com Z7 saindo da base.

Temos o elemento pivo az 4 = @ Pivoteamento da tabela:

1. Ly < L1+ L3
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Temos a tabela atualizada com a nova base #5 = (z1,24,%s,) = (5,4,11) e ndo bésicas z7,

(i’67$27$3,.ﬂ?7,$5) = (0707()’ 0) 0)

N:

T T2 T3 L4

x5 T T7 Tg -W
VB 0 -1 0 0 -1 1 1 0 -11
1 1 1/2 —1/4 0 0 1/4 0 0 5
Ty 0 —1/2 1/4 1 0 —1/4 1 0 4
s 0 1 0 0 1 0 0 1 11

OBS: Note que ja conseguimos remover duas varidveis artificiais da base (agora inserimos ).

X1 To T3 Ty 5 Tg Iy Ty -W
VB 0 -1 0 0 -1 1 1 0 -11
T 1 1/2 —1/4 0 0 1/4 0 0 5
Ty 0 -1/2 1/4 1 0 -1/4 1 0 4
T3 0 1 0 0 1 0 0 1 11

: Novamente, aqui seria possivel escolher entre xo e x5. Teria alguma diferenca? Nesse caso
OBS: N te, aq p 1 lh t 5. T 1 dif 7 N

sim! Se escolhermos x5, a varidvel que sairia da base ¢ z; (uma nao artificial). J4 escolhendo x5
quem sai é Tg (uma artificial), de forma que devemos dar preferencia a escolha de xs.

T To T3 X4 T5 T T7 g -W
VB 0 -1 0 0 -1 1 1 0 -11
xz 1 1/2 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
24 0 -1/2 1/4 1 0 -1/4 1 0 4
g 0 1 0 0 1 0 0 1 11
Selecionando min {1} = 1 com Zs saindo da base.
T ) T3 Ty I5 Tg Ty Ts -W
VB 0 -1 0 0 -1 1 1 0 -11
ey 1 1/2 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
24 0 -1/2 1/4 1 0 -1/4 1 0 4
s 0 1 0o 0o/ (@M o o 1 1

Temos o elemento pivo as 5 = @ Pivoteamento da tabela:

1. Ly L1+ Ly

A tabela atualizada fica:
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Com isso chegamos ao fim da otimizagao na Fase I. Agora verificamos se podemos continuar (se o
problema original é factivel), adaptando a tabela novamente (removendo colunas extras e trocando

a fungao objetivo).

e Vemos que o valor w = 0, ou seja, o problema original é factivel.
e Das varidveis nao-artificiais, ndo bésicas (x2, x3), nenhuma tem valor > 0, portanto nao

eliminamos nenhuma.

€ T2 T3 T4 T3 T T7 Ty W
VB 0 | 0 o o o 1 1 1 (0
T 1 /2 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
Ty 0 -1/2 1/4 1 0 -1/4 1 0 4
Ts 0 1 0 0 1 0 0 1 11

e Todas as variaveis artificiais s@o nao bdsicas, de forma que podemos remover todas essas

colunas da tabela:

X X2 xTs Ty Ts5 Te .'T?7 .'fg -W
VB 0 0 0 0 0 1 1 1 0
ey 1 1/2 -1/4 0 0 1/4 0 0 5
2g 0 -1/2 1/4 1 0 -1/4 1 0 4
T5 0 1 0 0 1 0 0 1 11
e Ficamos com:
Ty T2 xs3 T4 Tz -W
VB 0 0 0 0O 0 0
ar 1 12 -1/4 0 0 5
24 0 -1/2 1/4 1 0 4
Ts5 0 1 0 0 1 11
e Ao substituirmos novamente a fungao objetivo original (min z = —x; — 23), nota-se que o

sistema nao se mantém na forma canonica em relacao as variaveis bésicas.
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€1 T2 €3 Ty T5 -Z

VB () 1 0 0 0 0

T 1 1/2 -1/4 0 0 5

T4 0 -1/2 1/4 1 0 4
Ts 0 1 0 0 1 11

1. Ll — Ll + L2
A nova tabela atualizada fica:

Al X2 x3 T4 Ty -7

VB 0 -1/2 -1/4 0 0 5

T 1 1/2  -1/4 0 0 5

T4 0o -1/2 1/4 1 0 4

s 0 1 0 0 1 11

OBS: Note que conseguimos uma soluc¢ao bdsica factivel (SBF) somente com as varidveis origi-
nais.
Podemos verificar isso graficamente, com x5 = (z1, 24, 25) = (5,4,11)

Solu??o inicial

0 11 12 13 14 15

Aplicando o simplex:
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T T2 €3 T4 Ty -Z
VB 0 [ -1/2 -1/4 0 0 5
o 1 1/4 0 0 5
ze 0 -1/2 1/4 1 0 4
s 0 1 0 0 1 11
1. Li < L+ Lo
2. L3 < L3 + LQ
3. LQ — 2[/2
4. L4 — L4 — L2
Ty T2 &3 T4 Ty -Z
VB 1 0 | -1/2 0 0 10
z 2 1 -1/2 0 0 10
Ty 1 0 0 1 0 9
zs -2 0 @ 0 1 1
1. Ly L1+ Ly
2. LQ — L2 + L4
3. L4 — 2L4
ry T2 T3 T4 Ty L
VB -1 0 0 0 1 11
To 0 1 0 0 1 11
xw 1 0 O 1 0 9
rzs -4 0 1 0 2 2

1. L1 < L+ Ls
2. Ly+ Lys+ 3L

Solugio 6tima com x5 = (29,71, 23) = (11,9,38) e 2k = (z4,75) = (0,0)

Podemos verificar isso graficamente, com x

T _
B =

(w2, 21,73) = (11,9,38) e 2% = (z4,25) = (0,0).
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vB 0 0 0 1 1 20
» 0 1 0 0 1 11
1 10 o 1 0 9
zz O O 1 4 2 38

Solu??o inicial

10 11 12 13 14 15

4 Conclusoes

1. Quando temos um modelo com restri¢ées do tipo > ou = nao conseguimos uma solugao
bésica factivel (SBF) de forma automdtica (néo existe uma submatriz identidade em
A).

2. Nesses casos precisamos de um método para primeiro encontrar uma SBF, e somente
em seguida aplicar o algoritmo Simplex no modelo original.

3. Essa busca por uma SBF é chamada Fase I do Método Simplex. Existem duas
técnicas para aplicar a Fase I: método do Big-M e método das variaveis artificiais
(0 que usamos).

4. Apés o fim da Fase 1 existem duas possibilidades:

(a) w > 0 — problema original infactivel.
(b) w = 0 — problema original factivel, base atual é factivel para o problema original.
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